12. cviceni z PSt — 7. 5. 2026

Definice 1. Necht 6 € © je néjaky (ndm neznamy) parametr, ktery uddva néjaké rozdéleni Fy. Definujeme
e ndhodny vyber jako posloupnost nezavislych n. v. Xy, ..., X,, ~ Fy reprezentujici namérend data,
e estimdtor jako funkci 6 = é(Xl, ..., X,) € O reprezentujici odhad hodnoty 6 z naméfenych dat.
Definice 2. Pro estimator 6 definujeme

o bias (vychyleni) jako bias(d) = E(6) — 6,
o warianci (rozptyl) jako var(f) = E((é - E(é))Q),
o stiedni kvadratickou chybu (MSE) jako MSE(f) = ]E((é = 9)2).
Véta 3. Pro kazdy estimdtor 0 plati
MSE() = var(0) + bias(6)2.

Definice 4. Necht Xi,...,X,, ~ Fp je ndhodny vybér. Definujeme vérohodnost (likelihood) estimatoru 6
pro x = (1, ..., 2,) ndsledujicim zptisobem:

(1) pokud Fy je diskrétni rozdéleni s pravdépodobnostni funkei py, pak

L(x; 0) = py(x1) - pyae) - ... - py(Tn).
(2) pokud Fy je spojité rozdéleni s pravdépodobnostni hustotou fy, pak
L(z; 0) = f3(x1) - fy(x2) o F5(n).

V obou piipadech vyjadiuje to, jak pravdépodobnd jsou ndmi namétena data x1, ..., xn, pokud je estimdtor
# roven skutecné hodnoté 6.

Definice 5 (MLE). Mazimum likelihood estimator pro naméfend data x = (z1,...ay) je estimdtor g
maximalizujici likelihood, tedy
OvLE = arg max L(z; é)
0cO

MLE, bias, rozptyl

1. Pripomente si piiklad z minulého cvic¢eni: Chtéli jsme zjistit, kolik tankti Némci vyrobili, méli jsme pritom
jen ¢tyri ndhodnd sériova cisla. Ujasnéte si, co zde odpovidd pojmtim z definice

2. V prednésce jsme odvodili, Ze linedrn{ regrese metodou nejmensich étverct (least squares) je MLE, pokud
predpokladdme, Ze sum ¢; v modelu Y; = ax; +b+¢; je gaussovsky. Predpokladejme ted misto toho, Ze Sumy
¢; maji Laplaceovu hustotu f(e) = %e*‘d. Ukazte, ze MLE odhad (&, b) minimalizuje

n
Z lyi — axi —b|.
i=1

Jinymi slovy: z ¢tvercu rezidui se stanou absolutni hodnoty rezidui. Vyslednému vzorecku se tika L1 regrese.

(Hint doleﬂ

1Dosadte do funkce f a zlogaritmujte. Postup je téméf identicky tomu co bylo na prednésce pro metodu nejmensich étverct.



3. Mame nahodny vybér Xi,...,X,, ~ N(u,1), kde p je nezndmé. Klasicky MLE estimator je fimpe =
%Z?:l X;. Predstavme si ale, ze z néjakého duvodu vérime, ze skutecné p je malé, a tak chceme odhad
trochu ,,stdhnout” k nule. Uvazujme proto estimator i’ = % AMLE-

(a) Pro oba estimatory spoctéte jejich bias, varianci, a MSE.

(b) Zkuste je porovnat.

4. Méme ndhodny vybér Xi,..., X, ~ Ber(0), kde 6 € [0,1] je nezndmy parametr. Oznacme S = > | X;.
Uvazujte Ctyri estimatory parametru 6:
s S s S+1

0, = = 0y = 03 = 0.42 04 = X;.
1 nv 2 n+27 3 ) 4 1

a) Které z téchto estimatori jsou nestranné jako estimédtory parametru 67

(a)

(b) Které z téchto estimatort maji nulovou varianci pro libovolné 67

(c) Pokud 6 =1/2 a n > 1000, tipnéte si, ktery estimator ma nejmensi MSE.

(d) Vyberte si aspon jeden estimator 6; a spoctéte pro néj E(6;), bias(6;), var(d;) a MSE(6;).

Testovani hypotéz

5. Udélali jsme statisticky test nulové hypotézy Hy. Test vysSel signifikantné, Hy jsme zamitli a p-hodnota

byla p = 0.01.
U kazdého tvrzeni oznacte, zda z vysledku logicky plyne.
(a) Vyvréatili jsme nulovou hypotézu Hyp, tj. ur¢ité nemuze platit. O ano [One
(b) Zjistili jsme, ze pravdépodobnost nulové hypotézy je 1 %. Oano [ne
(c) Dokézali jsme alternativni hypotézu. Oano [ ne
(d) Zjistili jsme, ze pravdépodobnost alternativn{ hypotézy je 99 %. Oano [ne
(e) KdyZ jsme zamitli Hy, pravdépodobnost, Ze jsme se rozhodli $patné, je 1 %. Oano [One
(f) Vysledek je spolehlivy v tom smyslu, Ze kdybychom experiment mnohokrat opakovali, dostali
bychom signifikantni vysledek v 99 % pripadi. Oano [ ne

Tento dotaznik dostali uc¢itelé metodologie budoucich védeckych pracovnikt v medicing; tipnéte si, kolik
procent ucitela a kolik procent studentt odpovédélo spravné na vsechny otézky.

6. Délame 20 nezavislych testt. Predpokladejme, ze vSech 20 nulovych hypotéz je ve skutecnosti pravdivych.
Kazdy test délame na hladiné o = 0.05.

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze jeden konkrétni test falesné zamitne svoji nulovou hypotézu?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze alespon jeden z 20 testt falesné zamitne?

(c) Pro¢ je to problém, kdyZ pouzivame hranici 0.05 u kazdého testu zvIast?

(d) (Bonferroniho korekce) Nynf si predstavme, ze kazdy z 20 test délame na hladiné o’ = 0.05/20.
Dokazte, ze pravdépodobnost, ze aspon jeden z 20 testl falesné zamitne nulovou hypotézu, je nejvyse 0.05,
at uz jsou jednotlivé testy nezavislé nebo ne.



