10. cviceni z PSt — 23. 4. 2026

Véta 1. Necht X1,..., X, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stvedni hodnotou u a rozptylem o?. Necht Y, =
DOt al it pal; plati
X, S (Silng zdkon velkjch cisel)
(Ve > 0) P(X, —pl>¢) < 52 (Slaby zdkon velkych cisel)
(Vz e R) nh_}rr;o Fy, (z) = ®(x) (Centrdlnd limitni véta)
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Zakony velkych cisel

1. Pocitan{ obsahu kruhu ndhodnym samplovdnim. Vygenerujeme ndhodny bod ve ¢tverci (obé soufadnice
budou mit rozdéleni U(0,1)). Oznac¢ime X; indikator jevu ,,i-ty bod lezi v kruhu s polomérem 1 a stfedem
v pocatku®.
(a) Urcete E(X;), var(X;).
(b) Polozte X,, = (X1 + -+ + X,,)/n. Uréete E(X,,), var(X,,).
(c¢) Rozmyslete si, co fikd slaby a silny zékon velkych ¢isel o aproximaci m pomoci X,,?
(d) Pro jaké n cekate, Ze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto? Na dvé, tii, ...7
(e) Jiny vypocet: Y; = /1 — U2, kde U; ~ U(0,1). Jaké je var(Y;) a var(Y,,)? (Hint dole
(f) Kterd metoda je presnéjsi?

Centralni limitni véta

2. Pripomernme, Ze standardizac{ n.v. X myslime stand(X) = (X — E(X))/ox.
(a) Ukazte, ze stand(X) md stiedni hodnotu 0 a rozptyl 1.
(b) Ukazte, ze Y,, v CLV je rovna stand(X,,) a také stand(X; + --- + X,,).

3. Mérime rychlost stahovani souborii z cloudového tlozisté. Kazdy ¢as stahovani jednoho souboru je ndhodné
veli¢ina s primérem g = 5 minut a standardni odchylkou o = 2 minuty. Predpoklddejme, ze ¢asy stahovani
jednotlivych soubori jsou na sobé nezavislé, stahovani probihd jedno po druhém (tj. vzdy se stahuje jen
jeden soubor, hned po jeho dokonceni zacneme stahovat dalsf). Stahujeme celkem 50 souborti.

(a) Jak4 je priblizna pravdépodobnost, Ze celkovd doba stahovani pfesdhne 270 minut?

(b) Jaka je pribliznd pravdépodobnost, ze prumérnd doba stahovan{ na soubor je kratsi nez 4,5 minuty?

Pouzijte Centralni limitni vétu. Napiste presnou formuli pomoci funkce ® a pouzijte tabulku pro odhad.

4. Oznacme S = Ziozo (120). Oznacme dale X = 211201 X;, kde X; je 0 nebo 1, oboji s pravdépodobnosti
1/2 a veli¢iny X7, .., X, jsou nezdvislé. Je tedy X ~ Bin(100,1/2).

(a) Vyjadrete S pomoci distribuéni funkce Fx.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pfipadné vyéislete S vhodnym softwarem a srovnejte.

Kvantilova funkce

5. Kvantilovou funkci jsme definovali predpisem Qx (p) = F'y 1(p).
(a) Jaky je obor hodnot Qx? Kdy dévd definice smysl?
(b) Rozmyslete si, jak je rozumné definovat Qx pro diskrétni n.v. (a v ¢em je vlastné problém).

6*. Ukazte pro libovolnou n.v. X a U ~ U(0,1) ze Qx (U) m4 stejné rozdéleni jako X. (Hint doleﬂ

lUvédomte si, ze E(Y;) je obsah ¢tvrtkruhu, tedy /4.
2Ukazte, ze Qx (U) i X maji stejnou distribuéni funkci.



MLE a nestrannost

7. Pripomerte si, co je to vérohodnost, estimator, bias estimatoru.

8. Némci vyrabéji tanky s poradovymi ¢isly 1,..., N pro nezndmé N. Ukofistime k z nich a vidime poradova
¢isla X1, ..., X, tj. rovnomérné ndhodnou k-prvkovou podmnozinu {1, ..., N}. Necht M = max(Xy,..., X).
(a) Ukaite, ze P(M =m) = (77)/(}) prom € {k,...,N}.

(b) Pfipomerite si, ze M je MLE pro N (ukazovali jsme na prednasce).
(c) Spoctéte E(M) = kAL Mize se hodit hockey-stick identity: ZZ:JC (") = (NH).

k+1 R k+1
(d) Jak z toho plyne nestranny odhad Nynpiased = % M —17
(Pozor: na pfednasce bylo misto —1 napsiano —% — to byla chyba.)

K procviceni

9. Vime, Ze prumérny pocet bodu z pisemky byl 40 (ze 100). Odhadnéte odsud podil studentii s alespon 80
body. Vylepsete odhad, pokud vite, ze smérodatna odchylka poc¢tu bodu je 10.

10. Chceme odhadnout, zda nase mince (a zpusob jak s ni hdzime) je spravedlivd. Pokud ze sta hodu padne
orel vice nez 55-krat, fekneme, zZe spravedlivd neni. Jaka je pravdépodobnost, ze se zmylime?

11. Vzpomerite si na vétu z prednasky. Necht U ~ U(0,1). Jak vyrobite ndhodnou veli¢inu
(a) s rozdélenim Ul(a, b)?
(b) s rozdélenim N(0,1)? (Vyuzijte funkce ® jako “black box™.)
(¢) s uniformnim rozdélenim na mnoziné {1,2,...,6}?

12. Odhadnéte () pomoci CLV. (Hint dole

30

3Pouzijte CLV pro odhad P(29.5 < X < 30.5) pro vhodnou n.v. X.



