7. cviceni z PSt — 2. 4. 2026

Nahodné vektory
« pxy(z,y) =PX =z&Y =y)
« pxjy(zly) = P(X =z |Y =y)

« px(@) =2 ctmy Pxy (2, y)

1. V tabulce je sdruzena pravdépodobnostni funkce ndhodnych velicin X, Yl o 1 9
Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veliciny nenabyvaji. x
(a) Najdéte margindlni rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X), E(Y). 0 1/4 | 1/6 | 1/12
(b) Jsou X a Y nezavislé? Neboli: plati px y (z,y) = px(x)py (y)? 1 1/6 | 1/4 | 1/12

2. Ozna¢me X, Y vysledky dvou nezdvislych hodt étyfsténnou kostkou (s ¢éisly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Z; = max(X,Y)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Z; = X +Y?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Z3 = XY? (Hint dole)!
(d) Je vétsi E(Zz) nebo E(X) + E(Y)? Spoctéte oboji podle definice.
(e*) Je vétsi E(Z3) nebo E(X?)? Spoctéte oboji podle definice.

3. Na kostce padne ¢islo i s pravdépodobnosti p; pro i = 1,..., k. Hodime n-krat a oznac¢ime X; pocet hodu,
kdy padlo i.  (a) Najdéte sdruZenou pravdépodobnostni funkci pro n.v. Xy, .., Xi. (Bylo na pfedndsce!)
(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?
(c) V téhle casti je k = 3, n =10, p1 = p2 = p3 = 1/3. Urcete px,|x, (4/4).

Kovariance a korelace
e cov(X,Y) Y E((X —E(X))(Y —E(Y))) "L E(XY) - E(X)E(Y)
o cov(X,X) = var(X)

e cov(X,Y) je linedrni v obou slozkdch, tj. napt. cov(X,a1Y; + a2Ys) = a1 cov(X, Y1) + as cov(X, V)

4. Nezavislé ndhodné veliciny XY maji stredni hodnotu 0 a rozptyl 1. Polozime Zy =Y, Z; = X +0.3Y a
Zy =0.4X +Y. Spoctéte cov(X, Z;) a také korelaci p(X, Z;). Ktery obrazek odpovidd kterému vzorci?

B 41
4 34
. 13 . 31 4
34 : 2 Sh et :
° ° e, e ° B8 24
- %, o™
21 g o omoty, o'
1 I b x 3‘.‘." )
RN N X a SR )
14 0 L .S. ’1\?,0 % o .
:'-. ‘ - - $% 0
01 -1 *:E": - iﬁ' ;".'-‘ o o
t.... .f. .(? '} _1_ ’
-1 5 . ° ': PO L) . e
- RO DY .'. .
24 ‘
=31 . 1 -3 ol
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 -3 -2 -1 0 1 2

1Jakych hodnot nabyva vektor (X,Y), pokud max(X,Y) = k? Resp. v dalsich éastech, pokud X +Y = k, resp. XY = k?



Distribuéni funkce

Pripomente si, ze distribu¢ni funkce F'x je definovana vztahem

Fx(z) = P(X < x).

5. Pro n.v. X s distribuc¢ni funkci Fx vyjadrete
(a) P(X € (0,1]) (b) P(X > 0) (¢*) P(X <0) (d*) P(X €10,1])

6. Necht X spliiuje P(X = z) = 0 pro kazdé z. Vyjaddiete pomoci Fx distribu¢ni funkeci ndhodnych veli¢in
(a) —X. (b) X+ = max(0, X), (c) |X].

Exponencialni rozdélni

Rikdme, ze X méa exponencialni rozdéleni, X ~ Exp()\), pokud
Fx(z)=1—¢ pro = > 0, jinak 0.
Z prednasky vite, ze E(X) = 1/

7. Stfedni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepokladejme, ze tato doba je popsiana nahodnou veli¢inou
s exponencidlnim rozdélenim.?

(a) Jak4 je pravdépodobnost, ze disk selze béhem prvnich ti{ let?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrzi alespon 10 let?

(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % diskt?

8. Sledujeme no¢ni oblohu a vyhlizime meteory. Pro dnesni noc vime, Ze pravdépodobnost spatieni meteoru
béhem ¢asového tseku dt je (pro mald dt) rovna c-dt, situace v disjunktnich ¢asovych intervalech povazujeme
za nezavislé. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem doby ¢ nic neuvidime? [Klidné predpokladejte, ze t/dt je
celé ¢islo. Taky zkuste napsat dt = 1/n a vzpomenout si na limity z analyzy.|

Bonus
9. Rikéme, Ze ndhodn4 veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
PX>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz cekali, nem4 vliv na dobu, kterou budeme jesté cekat. Uz
jsme vidéli, ze geometrické rozdéleni nema pamét. Ukazte, ze ani exponencialni rozdéleni nema pamét. Plati
dokonce, Ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢&islech bez paméti (a geometrické je jediné diskrétni
bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

10. Necht X; ~ Exp(\;) pro i = 1,...,n jsou nezivislé ndhodné veli¢iny. Oznacme M = min(X, ..., X,).
Ukazte, ze M ~ Exp(A1 + -+ + A\p).

K procviceni

11. Plutonium-238 mé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencidlniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne, povazovat za nezavislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp(\).

(a) Jaké je A?

(b) Jaka je stfedni doba Zivota atomu plutonia-2387?

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atoma?

(d) Kolik procent atomu se rozpadne do 50 let? (Nékteré kardiostimuldtory pouzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

12. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencidlné rozdélend se stfedni hodnotou 1 (minuta).
(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se doc¢kdme za nejvyse jednu minutu?

2To neni realisticky predpoklad, viz nap¥. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.



