6. cviceni z PSt — 26. 3. 2026

Podminéna stfedni hodnota

E(X|B)= Y «-P(X=z|B)
z€Im(X)

E(X) = ZP(Bi> -E(X | By) B1,Bs, ... jerozklad Q
i

1. V kvizu je 20 otézek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd spravnd) je 1
bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otdzku nula. Kazdd otdzka je s pravdépodobnosti ¢ jednou
z téch, co se Kvido naucil a tedy znd spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd neznd, vi o tom, a muze
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaké je stiedni hodnota poctu bodt, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom otdzky, u
kterych zna odpoveéd?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ neznd spravnou odpovéd?

(¢) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢astech (a), (b)
stejné?

2. Hazime béznou kostkou, pfi Sestce hazime znovu, i opakované. Soucet vSech hozenych ¢isel oznacme X.
Spoctéte E(X).

3. M1j pocita¢ obcas zlobi: kazdy den s pravdépodobnosti p zamrzne. Kdyz se to stane dva dny po sobé,
zacnu to Tesit. Jaky je stfedni pocet dni, nez se to stane?

Rozptyl
Definice 1. Rozptyl ndhodné veliciny X je
var(X) = E((X — E(X))?).

Déle definujeme smérodatnou odchylku ox = +/var(X) a wariacni koeficient CVx = ox/E(X) (pokud
E(X) > 0).
Véta 2. Plati nasledujici vztahy:
var(X) = BE(X?) — E(X)?
var(aX +b) = a® var(X)
var(X +Y) = var(X) + var(Y) (pokud X 1Y)

4. Spoctete pifmo z definice rozptyl Uni(a,b) — stadi pro a = =2, b = 2.

5. Bud X ~ Geo(0.1) a Y ~ Geo(0.01). Zvolte konstantu ¢ tak, aby veli¢iny X a Z = ¢Y mély stejnou
stredni hodnotu. Porovnejte rozptyl, smérodatnou odchylku a varia¢ni koeficient pro X, Y, Z.



Nahodné vektory

Pripomenite si néasledujici vztahy z prednasky:

pxy(z,y) =P(X=2&Y =vy) (sdruzené pravdépodobnostni funkce)

pxiy(x|y) =PX=2|Y =y) (podminéné pravdépodobnostni funkce)

px(z) = Z px,y(z,y) (marginalizace)
yeIm(Y)

6. Oznaéme X, Y vysledky dvou nezdvislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s éisly 1,...,4).
(a) Jaké je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Z; = max(X,Y)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Zy = X + Y?
(c) Jaka je pravdépodobnostn{ funkce ndhodné veli¢iny Z3 = XY? (Hint dole ,El
(d) Je vétsi E(Z3) nebo E(X) + E(Y)?
(e) Je vétsi E(Z3) nebo E(X?2)? Spoététe oboji podle definice.

7. Nezavislé ndhodné veli¢iny X, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry py, ..., p,. Jaké je rozdéleni
nghodné veli¢iny M = min(Xy,...,X,)?

8. Na kostce padne ¢islo i s pravdépodobnosti p; proi = 1,..., k. Hodime n-krat a oznacime X; pocet hodt,
kdy padlo «.
(a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkeci pro ndhodné veli¢iny Xy, . .., Xi. (Bylo na pfednasce!)
(b) Jaké je margindln{ rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych ndhodnych veli¢in X;?
(c) Pokud k =3, n =10 a py = ps = p3 = 1/3, urcete px,|x,(4 | 4).

9. V tabulce je sdruzend pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in X, Y 0 1 2
Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veliciny nenabyvaji. /4 1/6 | 1/12
(a) Najdéte margindln{ rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X), E(Y). 1 1/6 [ 1/4 | 1/12
(b) Jsou X a 'Y nezdvislé? Neboli: plati px v (z,y) = px (z)py (y)?
(c) Popiste rozdéleni X + Y — tj. naleznéte pravdépodobnostni funkci
n.v. X +Y. Spoététe odsud E(X +Y') — ovérfte, zda se to rovna E(X)+E(Y).
(d) Popiste rozdéleni X - Y. Spoctéte odsud E(XY) — ovérte, zda se to rovna E(X)E(Y).

o

Kovariance a korelace

e cov(X,Y) Y E((X —E(X))(Y —E(Y))) "L E(XY) — E(X)E(Y)

o cov(X,X) = var(X)
e cov(X,Y) je linedrni v obou slozkdch, tj. napt. cov(X,a1Y; + a2Ys) = a1 cov(X, Y1) + ag cov(X, V)

10. Nezavislé nahodné veliciny X, Y maji stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1. Polozime Zy =Y, Z; = X +0.3Y
a Zs =0.4X 4+ Y. Spoététe cov(X, Z;) a také korelaci p(X, Z;). Ktery obrazek odpovida kterému vzorci?

1Jakych hodnot nabyvé vektor (X,Y), pokud max(X,Y) = k? Resp. v dalsich ¢astech, pokud X +Y =k, resp. XY = k?



Distribuéni funkce

Pripomente si, ze distribu¢ni funkce F'x je definovana vztahem

Fx(z) = P(X < x).

11. Pro ndhodnou veli¢inu X s distribu¢ni funkei F'x vyjadrete
(a) P(X € (0,1]) (b) P(X > 0) (¢c*) P(X <0) (d*) P(X €[0,1])

12. Necht X spliiuje P(X = x) = 0 pro kazdé x. Vyjadiete pomoci Fx distribuéni funkci ndhodnych veli¢in
(a) —X. (b) X = max(0, X), (c) |X|.

Exponencialni rozdélni

Rikdme, ze X mé exponencialni rozdéleni, X ~ Exp()), pokud
Fx(z)=1—e pro x > 0, jinak 0.
Na prednésce si ukdzeme, ze E(X) = 1/A.

13. Stiedni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepoklddejme, zZe tato doba je popsana ndhodnou veli¢inou
s exponencidlnim rozdélenim. (To nenfi realisticky pfedpoklad, viz napf. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jak4 je pravdépodobnost, ze disk selze béhem prvnich ti{ let?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrzi alespon 10 let?

(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % disk?

14. Sledujeme noc¢ni oblohu a vyhlizime meteory. Pro dnesni noc vime, ze pravdépodobnost spatieni meteoru
béhem ¢asového tseku dt je (pro mald dt) rovna c-dt, situace v disjunktnich ¢asovych intervalech povazujeme
za nezdvislé. Jaka je pravdépodobnost, ze béhem doby ¢ nic neuvidime? [Klidné predpokladejte, ze t/dt je
celé ¢islo. Taky zkuste napsat dt = 1/n a vzpomenout si na limity z analyzy.|

Bonus

15. Necht X ~ Bin(m,p), Y ~ Bin(n, p), veli¢iny jsou nezavislé. Napied si ujasnéte, ze X +Y m4 rozdéleni
Bin(m+mn, p) (kvili,,pohddce* o vyznamu binomického rozdélenf). Pak to ovéfte pomoci konvoluéniho vzorce
a secteni sumy.

K procviceni

16. Necht Fx je ddna predpisem Fx(z) = x/3 pro x € [0, 3], Fx(x) =0 pro z < 0a Fx(x) =1 pro z > 3.
Necht Y = 1/X a Z = X2. Spoctéte
(a) P(1 <X <2) (b) P(X <Y) (¢c) P(X < 2) (d) hustotu fx. (e) dist. Fy, Fy.

17. Plutonium-238 mé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponenciidlniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne, povazovat za nezdvislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim E(\).

(a) Jaké je A?

(b) Jaké je stfedni doba Zivota atomu plutonia-2387

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atoma?

(d) Kolik procent atomu se rozpadne do 50 let? (Nékteré kardiostimuldtory pouzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

18. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné rozdélend se stfedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze se dockdme za nejvyse jednu minutu?

(c*) Jaké je rozdéleni ¢asu, kdy uvidime druhy meteor? Tteti, ... (Pfedpokldddme, Ze jednotlivé
meteory jsou navzéjem nezavislé.)
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