5. cviceni z PSt — 19. 3. 2026

Poznavacka nahodnych velicin

1. Pravdépodobnost, ze do naseho serveru pronikne hacker je béhem kazdého dne 0.01, nezévisle pro kazdy
den. Ozna¢me T pocet dntt do prvniho pruniku. Jaké je rozdéleni T, E(T), var(T)? Jak4 je pravdépodobnost,
Ze server zustane bezpecny po cely rok?

2. Kazdy test programu muze skon¢it bud nalezenim chyby (dspéch) nebo ne (netspéch). Predpokladame, Ze
pravdépodobnost nalezeni chyby pfi jednom testu je 0.05 a vyvojar provede 20 nezavislych testii, oznac¢ime
X pocet nalezenych chyb. Jaké je rozdéleni X, E(X), var(X)? Jaka je pravdépodobnost, Ze nalezne pravé
t1i chyby?

3. Historicka data ukazuji, ze néas server obdrzi primérné 30 zadosti za minutu. Pouzijte Poissonovo rozdéleni
k urceni pravdépodobnosti, ze server obdrzi presné 40 zadosti v nasledujici minuté. Jaky je rozptyl tohoto
rozdéleni?

Nazev Pravdépodobnostni funkce Rozsah (Im X)  Stfedni hodnota Rozptyl
Bernoulliho Ber(p) px(1)=p,px(0)=1-—p {0,1} D p(1—p)
Binomické Bin(n,p) px (k) = (})p"(1—p)"~F {0,1,...,n} np np(l —p)
Geometrické Geo(p) px (k) = (1 —p)*p {1,2,...} % 1p_2p
Poissonovo Poi(A) x (k) = e Ak {0,1,...} A A
Uniformn{ Uni(a, b) x (k) = =7 a+1 {a,a+1,...,b} “T‘*'b %

Podminéna stfedni hodnota

E(X|B)= > x-P(X=x]|B)

zeIm(X)

ZP E(X | B;) By, Bs, ... je rozklad §

4. V kvizu je 20 otdzek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vZdy je jen jedna odpovéd spravnd) je 1
bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otdzku nula. Kazdd otdzka je s pravdépodobnosti ¢ jednou
z téch, co se Kvido naucil a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd neznd, vi o tom, a muze
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota poctu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom otédzky, u
kterych zna odpoved?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezné spravnou odpovéd?

(¢) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢éastech a, b stejné?

5. M1j pocita¢ obcas zlobi: kazdy den s pravdépodobnosti p zamrzne. Kdyz se to stane dva dny po sobé,
zacnu to Tesit. Jaky je stfedni pocet dni, nez se to stane?

6. V televizni soutézi si ucastnik muze vybrat dvé otazky. U otazky A odhaduje, Ze spravné odpovi s prav-
dépodobnost{ 0.8 (a dostane za to 1000K¢). U otdzky B je jeho pravdépodobnost tspéchu jen 0.5, zato za
spravnou odpovéd dostane 2000 K¢. Po spatné odpovédi hra konci, po spravné mize zkusit druhou otézku
(a odména za uz spravné odpovézenou otdzku mu pri Spatné odpovézené dalsi nepropadne).

(a) Jakd je stfedni hodnota vyhry, pokud zacne otdzkou A?

(b) Co kdyz zacne otdzkou B?



(c*) Bonus: pokud jsou pravdépodobnosti tispéchu p4, pp a odmény my, mp, jak se ma soutézic
rozhodnout?
(d*) A co kdyz téch otdzek bude vic nez dvé?

Rozptyl

 Definice var(X) = E((X — E(X))?) Véta var(X) = E(X?) — E(X)?
e Véta var(aX + b) = a? var(X) Véta var(X +Y) = var(X) + var(Y) (pokud X 1Y)

o odvozené veli¢iny: smérodatna odchylka ox = /var(X)

. variacni koeficient CVx = ox/E(X) (pokud E(X) > 0)
7. Spoctete pfimo z definice rozptyl Uni(a,b) — stadi pro a = —2, b = 2. Srovnejte s tabulkou na minulé
strané.

8. Bud X ~ Geo(0.1) a Y ~ Geo(0.01). Zvolte konstantu ¢ tak, aby veli¢iny X a Z = ¢Y mély stejnou
stredni hodnotu. Porovnejte rozptyl, smérodatnou odchylku a varia¢ni koeficient pro X, Y, Z.

9. Dokazte, ze var(X + b) = var(X).

Nahodné vektory

Sdruzend pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px y(z,y) = P(X =2 &Y =y). ,,Jednoroz-
meérné funkce* px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodobnostni funkce. Pfipomerite si,
jak je zjistit z px y.

10. Ozna¢me X, Y vysledky dvou nezéavislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s éisly 1, .., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Z; = max(X,Y)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Zy = X + Y?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Z3 = XY? (Hint doleﬂ

11. (a) V predchozim piikladu: je vétsi E(Z3) nebo E(X) + E(Y)? Spoctéte oboji podle definice.
(b) V piedchozim pifkladu: je vétsi E(Z3) nebo E(X?2)? Spoététe oboji podle definice.

12. Nezavislé n.v. Xy, .., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry p1, .., p,. Jaké je rozdéleni n.v.
M = min(Xy,...,X,)?

K procviceni

13. Hézime béznou kostkou, pri Sestce hazime znovu, i opakované. Soucet vSech hozenych ¢isel oznacme X.
Spoctéte E(X).

14. V tabulce je sdruzend pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in X, Y 0 1 9
Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji. T
(a) Najdéte margindlni rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X), E(Y). 0 1/4 |1 1/6 | 1/12
(b) Jsou X a Y nezavislé? Neboli: plati px vy (z,y) = px(x)py (v)? 1 1/6 | 1/4 | 1/12

(c) Popiste rozdéleni X + Y — tj. naleznéte pravdépodobnostni funkci
n.v. X +Y. Spoététe odsud E(X +Y') — ovérte, zda se to rovna E(X)+E(Y).
(d) Popiste rozdéleni X - Y. Spoctéte odsud E(XY) — ovéite, zda se to rovnd E(X)E(Y).

1Jakych hodnot nabyva vektor (X,Y), pokud max(X,Y) = k? Resp. v dalsich ¢astech, pokud X +Y =k, resp. XY = k?



