3. cviceni z PSt — 5. 3. 2026

Nezavislé jevy

Bud I libovolnd mnozina indext. Jevy {A;; i € I} nazveme nezdvislé (independent), pokud pro kazdou

konecénou mnozinu J C I
PN 45) =[] P(4y).
jeJ jeJ
Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoziny J, nazyvame jevy {A;; i € I} po dvou nezdvislé (pairwise
independent).

1. Pokud jsou jevy A, B nezavislé, tak jsou nezavislé i jevy A, B¢. A také jevy A€, B¢ (kde A°=Q\ A).

2. (a) Mohou byt jevy A, B nezavislé a zaroven disjunktni?
(b) Mohou byt jevy A, B nezévislé a zarovenn A C B?

3. Najdéte jevy A, B, C (na libovolném pravdépodobnostnim prostoru), které
(a) jsou nezavislé.
(b) nejsou po dvou nezdvislé, ale P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C).
(¢) jsou po dvou nezévislé, ale P(AN BN C) # P(A)P(B)P(C).

Nahodné veliciny

e Ndhodnd velicina je pritazeni redlného cisla kazdému vysledku ndhodného experimentu, neboli je to
zobrazeni X : 2 — R. Nahodna veli¢ina je diskrétni, pokud se nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot.

o Pro nadhodnou veli¢inu X definujeme pravdépodobnostni funkci px(z) := P(X = x).

4. Prokop hdzi basketbalovym micem na ko$, v kazdém pokusu md pravdépodobnost zisahu p = 1/10,
pokusy jsou nezavislé. Skon¢i po prvnim zasahu. Ozna¢me X celkovy pocet hodi.

(a) Jakd je P(X > k)? Zkuste naptfed pro k =1, k = 2.

(b) Jaka je P(X = k)? Urceni téchto ¢isel se nazyvéa popis rozdéleni (= distribuce) X.

(c) Jakd je P(X > 10| X > 5)7

5%, Pokracovani: oznaé¢me Y = X mod 2, tj. Y = 0, pokud je X sudé, jinak Y = 1. Urcete distribuci Y.

6. Quido také hazi micem na kos, ma pravdépodobnost p, Ze se trefi a také jsou hody nezavislé. Oznacme Z
pocet zdsaht z n pokusit. Uréete distribuci Z (tj. P(Z = k) pro vSechna k).

7. Hodime dvéma kostkami — pro jednoduchost ¢tyrsténnymi, s ¢isly 1,...,4. Oznacime X maximum ze
dvou hozenych ¢isel. Popiste, jak budete tuto situaci modelovat: co bude €2, co pfesné za matematicky objekt
je X, jaka je px.

Nézev Znaceni Pravdépodobnostni funkce Rozsah (Im(X)) Stfedni hodnota
Bernoulliho X ~ Ber(p) px(1)=p,px(0)=1—p {0,1} P
Binomické X ~ Bin(n, p) px (k)= ()p*A—-p)" %  {0,1,...,n} np
Geometrické X ~ Geo(p) px(k) = (1—-p)F1p {1,2,...} 1/p
Poissonovo X ~ Poi()) px (k) = e_’\% {0,1,...} A
Uniformnf{ X ~ Uni(a,b) px (k) = ﬁ {a,a+1,...,b} ath
Hypergeometrické X ~ Hyp(N,K,n) px(k)= {0,1,2,..., min(n, K)} n%




8. Na krouzku mame pét kli¢, jeden z nich je spravny, ale my nevime jaky. ZkousSime oteviit dvere.
(a) Po kazdém pokusu se ndm krouzek vysmekne, a vybirdme vzdy znovu ndhodné.
(b) Vybirdme v ndhodném potadi, ale kazdy kli¢ jenom jednou (miiZeme si je poznadit).

V obou pripadech zkouméame, kolikdtym pokusem dvere otevieme. Jaké je rozdéleni této nahodné veliciny,
tj., jakd je pravdépodobnost, Ze dvefe otevieme k-tym pokusem. Jakd je jeji stfedni hodnota? (Pouzijte
tabulku.)

(c) Jako ¢4st (a), ale spravné jsou dva klice z deseti.
(d) Jako ¢&st (b), ale spravné jsou dva klice z deseti. (Zde je uréeni stfedni hodnoty trochu tézsi, staci
kdyZ uréite pravdépodobnostni funkci.)

9. Na prednasku je prihlaseno 234 lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfesné jeden z nich ma dnes narozeniny?
Ignorujte prestupné roky, uvazujte, ze vSechny dny jsou stejné pravdépodobné pro narozeni.

(a) Pouzijte binomické rozdéleni.

(b) Pouzijte aproximaci pomoci Poissonova rozdéleni: Bin(n, A\/n) je pfiblizné Poi(\).

(¢) Co se zméni, kdyZ budu uvazovat narozeniny zitra?

10. V pytliku je N bonb6énd, z nichz K je dobrych. Nahodné vytdhneme n z nich, oznac¢ime X pocet dobrych
vytazenych bonbont.

(a) Jak se jmenuje rozdéleni n.v. X?

(b) Jakd je P(X = k)?

(c) Urcete E(X) — pomoci tabulky. Pro n = 1 si rozmyslete, Ze je to jasné.

Bonus

11. Najdete ndhodné jevy A, B, C takové, ze
o A, B jsou nezévislé za podminky C, tj. P(ANB|C)=P(A|C)P(B|(C),
e A, B jsou nezavislé za podminky C°,

e ale A, B nejsou nezavislé?

12. (Kasino v St. Petersburgu) Hézime opakované minci. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu, dosta-
neme odménu 2". Kolik byste byli ochotni zaplatit za cast v této hie?

K procviceni

13. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna ma na obou stranach orla. Vytahneme nahodnou
minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel. Jaka je pravdépodobnost, ze jsme si vytéhli ,, dvouorlovou*
minci? (Zkuste napfed odhadnout, pak spocitat.)

14. Na chorobu C mame dva testy, A a B. Test A m4a sensitivitu i specificitu p = 0.95. Test B vzdy fekne,
Ze pacient je zdravy. Piedpoklddejte, ze P(C) = 0.01.

(a) Spoctéte pro oba testy pravdépodobnost tspéchu (tj. spravné odpovédi), pouzijeme-li je na ndhod-
ného pacienta. Rozmyslete si, co to Tikd o uzite¢nosti obou testu.

(b) Pro jaké p je pravdépodobnost uspéchu obou testi stejna?

15. Koufovymi signaly prenasime binarni soubor. Je proto pomérné vysoka pravdépodobnost chyby u kaz-
dého bitu: 0 se jako 0 prenese jen s pravdépodobnosti 0.9, 1 jako 1 jen s pravdépodobnosti 0.8. Predpokladejme
(trochu neseriézné), ze jednotlivé znaky se prendsi nezdvisle. Dale predpoklddejme, ze ve vysilané zprévé je
stejné nul a jednicek.

(a) Pokud jsme dostali signdl 0, jaké je pravdépodobnost, ze byl opravdu vyslan?

(b) Dostali jsme zprdvu 0010. Jaka je pravdépodobnost, Ze byla opravdu vysldna?

(¢) Jak se vypocet zméni, pokud budeme pro kontrolu vysilat kazdy symbol tiikrat (a pak vezmeme
Castéjsi z téch ti{ pokusa)?
16. Necht ndhodna veli¢ina X méa Poissonovo rozdéleni, X ~ Poi(\). Pfipomeriite si vzorec pro pravdépo-
dobnostni funkei px (k). Ukazte, Ze px (k) je rostouci pro k < |A] a pak klesa, v limité k nule.



