2. cviceni z PSt — 26. 2. 2026

Podminéna pravdépodobnost, Bayesova véta

1. Hazime dvakrat minci. Je vétsi pravdépodobnost, ze dvakrat padne panna, za predpokladu, ze prvni hod
byla panna NEBO ze dvakrit padne panna, za predpokladu, ze néktery hod byla panna?

2. Jaky je vztah tvrzeni P(A | B) > P(A) a P(B| A) > P(B)?

3. V krabici sto mandarinek jsou Ctyri zkazené. Vytdhneme postupné t¥i mandarinky. Oznacme A; jev ,,i-ta
mandarinka neni zkazena*.

(a) Spoctéte P(A; N As). Vyuzijte podminénou pravdépodobnost.

(b) Spoététe P(A; N Ay N As). Opét vyuzijte podminénou pravdépodobnost. (Hint doleﬂ

4. Mame tii normalni hraci kostky a jednu kostku, kde jsou tii jednicky a t¥i dvojky. Vybereme uniformné
nahodné jednu z kostek, hodime.

(a) Jakd je pravdépodobnost, Ze padne jednicka?

(b) Pokud nam padla jednicka, jakd je pravdépodobnost, Ze jsme vybrali normaln{ kostku?

5. Petr dostdvd hodné emailti, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 % spamu spravné oznadi,
ale také 5 % radnych emaili oznadi jako spam.

(a) Kolik procent emailt bude oznaéeno jako spamy?

(b) Kolik procent fadnych emailt je mezi témi, co jsou oznacené jako spamy?

(c) Kolik procent spamu je mezi emaily, které testem prosly?

6. (Prosecutor’s fallacy) Pani C umfely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovand za dvojnasobnou vrazdu.
Zalobce argumentuje takto: Pravdépodobnost syndromu ndhlého timrti kojencit je 1/8500. Takze pravdépo-
dobnost dvou takovych jevii je 1/85002. Tudiz pravdépodobnost, ze pani C je nevinna je 1/8500%, coz je
hodné malo.

Formulujte argumenty zalobce v fec¢i pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé chyby.

vy _ s

7. (Paradox Monty Halla) V soutézni hie soutézici (tj. my) stojime na podiu pted tfemi dvefmi. Za jednémi
je auto (to chceme), za ostatnimi koza (tu nechceme, moc Zere). Vybereme si jedny dvere, ale nez je otevieme,
tak moderator otevie jedny ze zbylych dveri, ukaze za nimi kozu, a nabidne ndm, Zze muzeme svoji volbu
zménit. Mame to udélat? Pomutze to? Uvédomte si, Ze zaddni mé (minimdlné) nésledujici dvé varianty:

(a) moderétor vi, kde je auto, a tomu prizptsobi, které dvefe otevie;

(b) moderator si hodi korunou, které dvere otevrit. (Jiné, nez ty, co jsme vybrali.) Kdyby odhalil auto, tak
bychom asi nezavinéné prohrili, ale to se zrovna nestalo.

Pro snazsi domluvu: vybereme dvere ¢islo 1, auto je za ndhodnymi dvermi. Poté, co moderdtor ote-
vie dvefe 2 nebo 3, tak nasi volbu zménime. Spocitejte pravdépodobnost, Ze vyhrajeme auto, ve varian-
tach (a), (b).

Bonusy

8. (Simpsoniv paradox) V této tloze budeme mit bonbony dvou druht: dobré ¢ervené a nedobré zelené.
Bonbony ale vybirdme z nddoby poslepu (nebo jsme barvoslepi). Rozhodnéte, zda se muze stat nasledujici
podivnost:

e Pri vytahovani bonbonu z bilé krabice méame vyssi pravdépodobnost, ze vytahneme dobry bonbon, nez
z ¢erné krabice.

e Prti vytahovani bonbonu z bilého sicku méame vyssi pravdépodobnost, ze vytdhneme dobry bonbon,
nez z ¢erného sacku.

1Pokud si nebudete védét rady, kouknéte na prvni dva uzite¢né vzorce z druhé strany.



» Pokud presypeme bonbony z bilého sacku do bilé krabice (a z derného do Cerné krabice), tak budeme
mit lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu v ¢erné krabici.

9. Alice mad n minci, Bob n 4+ 1. Oba hodi vSemi svymi mincemi a spocitaji, komu padne kolikrat panna.
Pravdépodobnost, ze Bobovi padla vicekrét, je 1/2. (Hint doleﬂ

10. Varianta problému s obalkami z minula: ve dvou obélkach je v kazdé castka dana néjakym redlnym
¢islem, v kazdé jinym. Mame dovoleno jednu obalku oteviit a pak se rozhodnout, zda si nechdme tu, nebo
tu druhou. Jak muzeme s pravdépodobnosti > 1/2 ziskat obalku s vy$sim obnosem? (Hint dole /E|

K procviceni

11. Mame k nadob, v kazdé z nich a bilych a b ¢ernych mickt. Z prvni vybereme nahodny micek, vhodime
do druhé. Pak z ni vybereme ndhodny micek, vhodime do tteti, atd. Jaka je pravdépodobnost, ze z posledni
nadoby vytahneme bily micek?

12. V urné je a ¢ernych a b bilych micki. Postupné z ni (bez vraceni) tahdme micky. Jaké je pravdépodobnost,
ze prvni vytazeny micek je ¢erny? Druhy, tfeti, .7

13. V krabici je m bilych a n ¢ernych mickt. Dva hraci stridavé tahaji micky, prvni kdo vytahne bily micek
prohrél. Jaké je pravdépodobnost p(m,n), Ze prohraje prvni hra¢? (Hint dole E

14. Logicka formule A — B je ekvivalentni obméné =B — —A. Budeme se zabyvat analogiemi zahrnujicimi
pravdépodobnost.

(a) Ukazte, ze pokud P(B | A) =1, tak také P(A° | B¢) = 1.

(b) Ukazte, ze je vSak mozné, aby P(B | A) =1, ale P(A°| B¢) =0.

Uzite¢né vzorce
e Podminéna pravdépodobnost. Pro A, B € F definujeme
P(ANB)
PA|B)= ————=
(A18) =L
o Zretézené podminovani. Pokud A;,..., A, € Fa P(A1N---NA,_1) >0, tak
n—1
P(A;NAyN---NA,) = P(A)P(As | A1)P(As | AiNAs) ... P(A, | ﬂ A;).
i=1
« Uplna pravdépodobnost. Pokud By, Bs, ... je rozklad Q a A € F, tak

P(A) = ZP(A | B;)P(B;)

(s¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0).

e Bayesova véta. Za predpokladi minulé ¢asti,

PGB 14 = S~ p(BypiA| By

2Bob si d4 jednu minci stranou a napied spo¢ité téch n ostatnich, teprve pak pfipoéte tu posledni.

3Nebude to o moc vic nez 1/2, navic ta pravdépodobnost zévisi na tom, jak se dané dvé ¢astky lisi. Pouzijte néjakou klesajici
funkei F': R — (0, 1), pokud vyberete obdlku s ¢astkou x, zméite obalku s pravdépodobnosti F(x).

4Sestavte rekurentni formuli, tj. formuli pro p(m,n) pomoci p(m’,n’) pro m’ < m, n’ < n.



